11.2.13 Kvadratické funkce

Predpoklady:

Pr.1: Graf funkce f:y= x(x - 24) je definovan pro vSechna x [ R. Vrcholem grafu
funkce fje bod V [v;v,]. Urei soutadnici v, bodu V. 1 bod

Cfiy= x(x - 24) = graf funkce f se s osou x protind v bodech [0; O] a [O; 24] (pokud
- dosadime za x hodnoty 0 nebo 24 vyjde y =0).

- Graf kvadratické funkce je osové soumérny podle svislé osy prochdzejici vrcholem = touto
. osou je piimka x =12 = x-ovou soufadnici vrcholu je ¢islo 12.
Cy, =12

Dodatek: Komplikovanéji je moZzné se dostat k feSeni tpravami piedpisu funkce f:
y=x(x—24)=x* -24x=x" -2k [2+12* -12* =(x-12)’ —144 = soufadnice
vrcholu paraboly jsou [12; —144] = vy =12.

Pr.2: 'V kartézské soustave souradnic Oxy jsou vyznaceny dva miiZové body A, B. Grafem
funkce h je parabola s vrcholem A prochédzejici bodem B. Jaky je piedpis funkce h?

A) y:—2x—4 B) y:x2+2x—1 C) y:—x2—6x—7
N 3
D) y=32""3 E) y=22 -6 2 body
X
yl\

1 Zkusime si body podle zaddni prolozit graf.
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' Z obrazku vidime, Ze parabola m4 v bodé A maximum (a je tedy pievricend v porovnani
' s grafem funkce y = x*) = piedpisem musi byt kvadratickd funkce se zdpornym

koeficientem pted x> = jedinou takovou funkci v nabidce je funkce C) y =—x>-6x—7.

- Kontrola: Upravime ptedpis funkce C):

y=—x—6x-T=—(x’+6x+7) = (¥ +2xB+3* =37 +7) = —[(x+3)2 —2} =—(x+3)"+2
= grafem funkce C) je parabola s vrcholem V [—3; 2] (presné jako v zadéni).

. Spravné feseni: C).

Pr. 3:  Graf kvadratické funkce f's defini¢nim oborem R ma vrchol V [3; - 4] a prochazi
bodem A[S; 0] .
1. V kartézské soustavé souradnic Oxy sestroj graf funkce f a vyznac¢ pruseciky grafu

se soufadnicovymi osami x, y.
2. Zapi$ obor hodnot funkce.

. Z polohy bodli V a A je zfejmé, Ze grafem funkce f'je nepfevrdcend parabola posunutd doprava

a dolu.

y

- Srovndme polohu bodii V a A s grafem funkce y = x*.

y= _xz Funkcef
Vrchol V[0;0] Vrchol V[3;-4]
Bod A[S;0]

o dv¢ jednotky vpravo o Ctyfi jednotky vySe
Hleddme u grafu funkce y =x* bod o dvé jednotky vpravo od vrcholu = jde o bod [2; 4] ,
ktery je také o Gtyii jednotky vySe neZ vrchol = funkce fje oproti funkci y =x* pouze
. posunutd, jeji graf neni { deformovén.

y=x’ Funkce f
Vrchol V[0;0] Vrchol V[3;-4]
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Bod [2; 4] Bod A[5; 0]

o dv¢ jednotky vpravo o Ctyfi jednotky vySe o dvé jednotky vpravo o Ctyfi jednotky vyse
Bod A[S; O] je prisecikem s osou x = druhym prisecikem s osou x je bod, ktery je o dvé
jednotky vlevo a o Ctyfi jednotky vySe neZ vrchol, tedy bod [1; 0] .

Pocatek soustavy soufadnic je od vrcholu vzdalen o 3 jednotky nalevo = hleddme

- soufadnice bodu, ktery je od vrcholu funkce y = x” o ti jednotky nalevo, jde o bod [—3; 9]

= tedy bod, ktery je o devét jednotek vyse nez vrchol = prasecikem funkce f's osou y bude
' bod o tfi jednotky nalevo a devét jednotek vyse neZ vrchol V [3; —4] , tedy bod [0; 5] . Mizeme
 nakreslit graf funkee .
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Z obrézku je ihned vidét, Ze pro obor hodnot funkce f plati H, = <—4; 00)

Dodatek: Ptiklad je také mozZno fesit sestavenim piedpisu funkce, dosazenim y =0 do
pfedpisu a vypoctenim ziskané kvadratické rovnice.

Pr. 4: V kartézské soustaveé soutadnic Oxy je sestrojen graf y
kvadratické funkce f a graf konstantni funkce g. A\ 2 /B 9

Priseciky grafi funkei fa g jsou body A, B. Jak je \
vzdalenost bodu A, B?

/
MN2 BB 04 ) -)\0/2
D)4/2  E)6 2 body I
- Graf nakreslené funkce nenf posunuty ve sméru osy x (je soumérny podle osy y), vrchol je
- posunuty o 2 jednotky doli do bodu [0; - 2] = funkce je ddna piedpisem y =ax’—2.
Koeficient a ur¢ime dosazenim jednoho z bodu, kterym funkce prochézi. Naptiklad bod
[2:0]: 0=a2® -2
da=2 /4
" a=0,5 = plati: f:y=0,5x>-2
Funkce g je konstantni funkce prochdzejici bodem [0; 2] = plati: g:y=2.
| y=0,52 -2
y=2 '

' Body A, B jsou priise¢iky obou funkei = vyhovuji soustavé rovnic:



Dosadime z druhé rovnice do prvni: 2 = 0,5x* -2 /2

1 4=0,5x /02

x* =8

§x1:\/§:2\/§ x, =—/8=-22

Plati: A[—Z\/E ; 2] , B[Z\/E ; 2] , oba body maji stejnou y-ovou soufadnici, jsou 0sove
soumérné podle y = jejich vzdalenost je dvojndsobkem jejich vzdalenosti od osy y
|AB| =22\V2=4J2 = spravné je moZznost D).

Pr.5: Kazdému z grafti (1. - 4.) kvadratické funkce pfitad’ odpovidajici ptedpis (A-F).

A) y=(2-x)(x+1) B) y=—(2-x)(x+1) C) y=(x-2)(x-1)
D) y=—(x+2)(x—1) E) y:—(x+2)(x+1) F) y=(x+2)(x—1)
max. 4 body

Pokud je ptredpis kvadratické funkce zaddn ve tvaru y = (x - a) (x - b) , miZeme ihned urcit
pruseciky s osou x. Napiiklad pokud x =a, dosazenim ziskdme:

Y= (x—a)(x—b) =(a—a)(a—b) =0[ﬂa—b) =0.

Funkce y = (x —a) (x —b) se tedy protind s osou x v bodech P, [a; 0] aPb, [b; 0] .

Vsechny funkce jsou zadany timto zplisobem, mtizeme tedy snadno urcit jejich praseciky

' s osou x a vybrat odpovidajici grafy.

A y= (2 —x) (x + 1) = —(x - 2) (x +1) = graf funkce se protind s osou x v bodech P, [2; O] a
P, [—1; 0] , kviili znaménku minus bude po roznasobenim pied Clenem x> znaménko minus

- = grafem bude ,pievricend” parabola => graf funkce je na obrizku 3.

B) y=—(2-x)(x+1)= —|:—(x -2)(x +1):| =(x=2)(x+1) = graf funkce se protind s osou
x v bodech R [2; 0] a b, [—1; 0] , grafem bude ,,nepfevracend‘ parabola = graf funkce je na

- obrézku 1.

C) y= (x—2)(x—1) = graf funkce se protind s osou x v bodech A, [2; 0] a b, [1; 0] = graf

i funkce neni na zddném z obrazku.



D) y= —(x+2)(x—1) = graf funkce se protind s osou x v bodech P, [—2; 0] a b, [1; O] , kvali

| 2 P 2 . v N 2 2 s
+ znaménku minus bude po rozndsobenim ptfed ¢lenem x~ znaménko minus = grafem bude
| .prevracend” parabola = graf funkce je na obrdzku 4.

E) y= —(x+2)(x+1) = graf funkce se protind s osou x v bodech A, [—2; O] a PZ[—l; O] =

. graf funkce neni na Zddném z obrazk.

F) y= (x+ 2)(x—1) = graf funkce se protind s osou x v bodech A [—2; O] a P, [1; O] , grafem

- bude ,,nepfevracend” parabola = graf funkce je na obrézku 2.

- Spravné feSeni: 1B, 2F, 3A, 4D.

Pr. 6: Kvadratickd funkce f's defini¢nim oborem R je dana Ay
grafem. Které z nésledujicich vyjadreni je ptedpisem
funkce f? o)

Xy

A) y=—(x+3)(x+1)+2 B) y=-2x"+8x+6 B -
(@) y=—(x—3)(x—1) D) y:—(x+3)(x+1)
E) y=—2x>-8x-6 2 body

-6

!

musi mit tvar y =a (x + 3) (x + 1) (pokud dosadime x-ové soufadnice do tohoto piedpisu,

Graf funkce prochazi body [—3; 0] a [—1; 0] = predpis funkce

vynuluje se jedna ze zavorek a hodnota y vyjde nulovd).

Koeficient a miZeme urc¢it pomoci bodu [0; —6] , kterym funkce také prochdzi:

y =a(x+3)(x+1) dosadime [O; —6] 1 =6 =a(0+3)(0+1)

. —6=3a /:3

La=-2

- Funkce f mé pfedpis: y = —2(x + 3) (x +1) = moZznosti A), C), D) nejsou spravné.

- Upravime piedpis: y = -2 (x + 3) (x + l) = —2()62 +3x+x+ 3) =-2x>-8x—6 = spriavnd

- moZnost je E)
P¥.7: Kvadraticka funkce m4 predpis y =x—3x" +5. Jeji graf potind pifmka p ve dvou

ruznych bodech P[Pl; —5] a Q[ql; —5] . Vypocti soufadnice p,, g, bodl P, Q.
max. 2 body

' P¥{mka p prochézi body P [ 2 5] agQ [ql; —5] , oba maji stejnou y-vou soufadnici =
. pifmka p je vodorovn4 pfimka s rovnici y =-5.

: ) e e . =x-3x"+5
- Hledame soufadnice prusecikit = feSime soustavu rovnic: s .
y=-

S5=x-32%+5  /+3x%-x-5
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Body P, Q maji souradnice P[2; —5] a Q[—%; —5}

Pi.8:  Graf kvadratické funkce f prochdzi body A[2;-5|, B[4;~1], C[5;4]. Jednim
z téchto bodii prochazi osa soumérnosti grafu funkce f.
1. Zapis soutadnice vrcholu V[x; y] grafu funkce f.

2.V kartézské soustavé soutfadnic Oxy sestroj graf funkce f. Dbej praseciki grafu s
miiZovymi body soustavy soufadnic. V zdznamovém archu vSech obtdhni
propisovaci tuzkou.

3. Zapi$ obor hodnot funkce f. max. 3 body

. Zakreslime si body do soustavy soufadnic.
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. Osa soumérnosti prochdzi vrcholem paraboly = jeden z vyznacenych bod musi byt vrchol

- paraboly. Z obrézku je ziejmé, Ze to nemiiZe byt bod B (nebyl by ani minimem, ani

- maximem).

' Vrcholem paraboly nemuze byt ani bod C (bylo by ném maximum, sklon paraboly by se

- vzdalenosti od bodu C rostla, ale poloha bodi B je opa¢na. Sklon mezi body C a B je v&t¥{ neZ
. sklon mezi body A a B).

Vrcholem paraboly je bod A[2; —5] = plati V[2; —5].

Hleddame dalsi body, kterymi prochdzi parabola. Bod B[4; —1] je dva jednotky napravo a o
Ctyfi jednotky vySe nez bod A[2; —5] = hledand parabola je pouze posunuty graf funkce
y=x" (uni je bod [2; 4] je dva jednotky napravo a o ¢tyii jednotky vySe nez bod [0; O] ) =

. graf funkce fbude prochdzet také body o jednu jednotku vy3e a jednu jednotku vpravo nebo
vlevo od vrcholu V[2; —5] , tedy body [1; —4] a [3; —4] .



- Dal3i body, kterymi graf prochdzi ziskime z osové soumérnosti podle ptimky x =2 = graf
- bude prochézet body [O;—l] a C[—l; 4].
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" Oborem hodnot funkce fjeinterval H, = <—5; 00).
Matematika plus

P¥.9: Jeddnafunkce f:y=x"—4x+1,x0 (—00;1> . Jaky je defini¢ni obor inverzni funkce

Pk ) D{r) (00 ® b(r)= (1)
© D(f‘1)=<0; ) D) D(f‘l):<1;oo) E) D(f—l):<2;oo)
F) Zadny, k funkci f neexistuje inverzni funkce. 2 body

Upravime si predpis funkce: y=x> —4x+1=x" -2 [2+2° -2 +1:(x—2)2 -3.

Graf funkce y=x"—4x+1= (x - 2)2 —3 s neomezenym defini¢nim oborem by vypadal takto:
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'V intervalu (—00;1> je tedy funkce y =x”—4x+1= (x - 2)2 —3 prosté a existuje k ni funkce
- inverzni.

F)=(1-2)-3=2 = D(f7)=H(f)=(2 )

Spravné odpovéd’: E) D(f_l) = <2; )



Pr. 10: V Kartézské soustaveé souradnic Oxy je sestrojen graf kvadratické funkce f
s defini¢nim oborem R. Pro funkci g plati:

g(x)=—f(x+3)+4. y
1. Defini¢ni obor funkce g Ize zapsat jako sjednoceni (I1 g Iz)

takovych dvou intervalil, Ze v kaZzdém z nich je funkce g

monoténni. Z obou téchto intervalll zapis ten interval, v némz 1

je funkce g klesajici. Oy 1 X
2. Ur¢i soufadnice prusecika B, P, grafu funkce g se

soutfadnicovou osou x. max. 2 body

. Zakreslime graf funkce g.
' Do obrdzku zakreslime postupné funkce:

vidime, Ze funkce g (x) je klesajici v intervalu <—2; 00) .

e rrr

- Z obrézk

Z obrazku muzeme zjistit i pfedpis funkce g (x) = —(x + 2)2 +4.

Pruseciky s osou x jsou body grafu, pro které plati y =0.

0=—(x+2)" +4

(x+2) =4

x+=2

X +2=2 X, +2=-2
x =0 x, =4

Graf funkce g se osou x protind v bodech F, [0; 0] a P, [—4; 0] (coz je vidét 1 bez vypoctu
'z grafu).

Shrnuti:



